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摘 要：Anderson加速方法是提高不动点迭代收敛速度的一类方法。该方法中的松弛参数一般在区间（0，1］

内，且大多数选取为 1。考虑扩大Anderson加速方法中松弛参数的选取范围，以求解非线性扩散方程的Picard迭

代过程为例，比较了不同松弛参数选取方法的效果。数值结果表明，合适的松弛参数可以有效提高Anderson加

速方法的效果。
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On choice of relaxation parameter for Anderson acceleration method
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Abstract：Anderson acceleration method is a kind of method to improve the convergence speed of

fixed-point iteration. The relaxation parameter is generally in the interval（0，1］，and is selected as 1 in

most cases. This paper expanded the selection range of the relaxation parameter. Taking the Picard iter‐

ation of solving the nonlinear diffusion equation as an example，the effect of the relaxation parameter

selection method was compared. The numerical results show that the appropriate relaxation parameter

can effectively improve the convergence speed of the Anderson acceleration method.
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非线性方程的数值求解在很多科学与工程计

算领域具有广泛的应用。求解非线性问题以迭代

法为主，其中最主要的迭代法包括 Newton迭代法

和不动点迭代方法［1］。Newton 迭代方法的每步迭

代中需要计算 Jacobi 矩阵，并求解 Newton 线性方

程组。Newton 迭代法的显著优点是该方法具有局

部二阶收敛速度。不动点迭代法的算法实施相对

简洁，但该方法的收敛速度较慢。在很多实际应

用中，当采用不动点迭代方法求解非线性问题时，

常常会出现迭代序列收敛缓慢甚至发散的现象。

因此设计并采用有效的加速方法十分关键［2-4］。

在已有研究中，关于向量序列的加速方法可

大致分为向量外推法［5-8］ 和 Anderson 加速方法两

类［9］。然而，直到近期（约 2009 年之后），Ander‐

son加速方法才吸引更多的关注［10-12］。

Anderson 加速方法是针对不动点迭代进行加
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速的一类算法［13-15］。在数学原理上与向量外推法

不同，Anderson 加速方法不仅用到了迭代序列的

信息，也用到了迭代算子的信息。一般的 Ander‐

son加速迭代公式中包括函数值的线性组合和迭代

值的线性组合两项，这两项的系数分别为 p和 1 -
p，其中要求 0 < p ≤ 1. 目前对松弛参数的研究较

少，并且在 Anderson 加速方法的诸多应用中往往

默认为 p = 1［10，14-15］。Fang和Saad考虑了松弛参数

为 p = 1之外的情形［16］，但没有进一步分析参数取

值对该方法的收敛速度的影响。结合具体应用，

近期部分研究者初步探讨了在区间（0，1］内不同松

弛参数 p的取值对迭代方法的影响［17-18］。

以上所有的研究工作均要求松弛参数在区间

（0，1］内。本文重点关注Anderson加速方法中松

弛参数的选取，并且考虑适当扩大松弛参数 p的选

取范围。以求解非线性扩散方程的 Picard 迭代为

例，本文分析了松弛参数对 Anderson 加速方法迭

代收敛速度的影响。数值实验结果表明，Anderson

加速方法中松弛参数的取值对迭代次数有较大的

影响。对于不同的问题，最小迭代次数对应的参

数取值是不同的。默认的参数取值 p = 1往往对应

着较少的迭代次数。但在一些问题中，可以找到

使迭代次数更少的参数取值 p；并且参数可以不受

0 < p ≤ 1的限制。

本文第 1节介绍Anderson加速方法的主要思想

及算法实现［10，13］；第 2 节介绍 Anderson 加速方法

中松弛参数的选取及具体实施；第 3节给出非线性

扩散方程的离散以及Picard迭代法的实现方式；第

4节通过数值实验，分析了松弛参数的选取对 An‐

derson加速方法的影响；第5节给出本文的结论。

1 Anderson加速方法

Anderson 加速算法是加速不动点迭代收敛的

一类方法。在科学和工程计算领域，许多问题都

可以归结为不动点问题。不动点问题的一般形式

如下：

u = G (u )， G：Rn → Rn. （1）

基于上述不动点方程，可以构造如下的迭代

公式。给定初始点u(0)，令

u(k + 1) = G (u(k ) )， k = 0，1，⋯， （2）

这种迭代方法叫做不动点迭代，G称为迭代函

数。如果G是一个压缩映射，则由不动点迭代法得

到的序列可以收敛到不动点问题的精确解。

在不动点迭代构造的压缩映射G (u )的基础上，

Anderson加速方法的迭代公式可以表示为［10］

u(K + 1) =∑
i = 0

mk

G (u(k - mk + i) )， （3）

其中mk = min {m，k }，称为 Anderson 深度。mk决

定了在迭代中利用的历史信息的数量，m的选择依

赖于具体的应用。

Anderson 加速方法的思想是将第 k + 1步迭代

点定义为第 k - mk，⋯，k - 1，k步函数值 G的线

性组合；线性组合的系数α是通过极小化残差向量

的仿射组合的范数确定的，即求解约束最小二乘

问题［13］

min
α = (α0，⋯，αmk

)T
 Fkα 2， s.t. ∑

i = 0

mk

αi = 1， （4）

其 中 Fk = ( fk - mk
，⋯，fk )， 残 差 fk = G (u(k ) ) - u(k )。

由于不动点问题的精确解 x*满足 f ( x* ) = 0，所以通

过极小化残差序列的组合向量范数定义组合系数。

为了方便求解上面的约束优化问题，将式（4）

转化为无约束最小二乘问题［10-11，13］

min
γ = (γ0，⋯，γmk - 1 )

T fk - ℱk γ 2， （5）

其中 ℱk = (Δfk - mk
，⋯，Δfk - 1 )， Δfi = fi + 1 - fi， i =

k - mk，⋯，k - 1，即采用残差向量的增量定义最

小二乘问题。系数γ和α满足

αi =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

γ0， i = 0，
γi - γi - 1， 1 ≤ i ≤ mk - 1，
1 - γmk - 1， i = mk.

（6）

基于无约束最小二乘问题，可得到 Anderson

加速方法的另一种表达形式

u(k + 1) = G (u(k ) ) - ℊk γ(k )， （7）

其 中 ℊk = (ΔGk - mk
，⋯，ΔGk - 1 )， ΔGi = G (u(i + 1) ) -

G (u(i )， i = k - mk，⋯，k - 1。公式（3）中采用函

数值的线性组合定义迭代点，经过转换之后，公

式（7）中新的迭代点由相应的函数值的增量定义。

在 Anderson 加速方法中，函数值增量矩阵ℱ
与残差增量矩阵 ℊ的列向量个数最多不超过m个。

在第 k步迭代，如果 k < m，那么在上一步迭代矩

阵的右端需要添加最新的向量；如果 k ≥ m，那么

在添加新向量的同时，还需要删除矩阵中最左端

的向量［13］。在 Anderson 加速方法中，采用 QR 分

解求解无约束最小二乘问题。Anderson 加速不动

点迭代的算法描述如表1。
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在迭代公式（3）的基础上，考虑更加一般的

Anderson加速形式，即［10］

u(k + 1) = (1 - p )∑
i = 0

mk

α (k )i u
(k - mk + i) +∑

i = 0

mk

α (k )i G (u(k - mk + i) )，
（8）

其中 p是松弛系数，且 0 < p ≤ 1。迭代公式由迭代

点 u的线性组合和函数值 G (u )的线性组合两部分

组成，也就是在迭代公式（3）的基础上加入了历史

迭代点的信息。显然，当 p = 1时算法流程如表 1

所示。目前，很多应用中均选取 p = 1［11，19-23］。

2 Anderson 加速方法中松弛参数的

选取

在 Anderson 加速迭代一般形式（8）的基础上，

探讨 Anderson 加速方法中松弛参数对迭代方法的

影响，并且适当扩大参数 p的取值范围，使其不受

0 < p ≤ 1的限制。

为了方便讨论，首先将公式（8）中迭代点的加

权平均 ū(k )和函数值的加权平均 Ḡ (k )记为

ū(k ) =∑
i = 0

mk

α (k )i u
(k - mk + i)，

Ḡ (k ) =∑
i = 0

mk

α (k )i G (u(k - mk + i) ) . （9）

那么迭代公式可写为

u(k + 1) = (1 - p ) ū(k ) + pḠ (k ) . （10）

通过调整 p的取值，分析参数取值对Anderson

加速方法的影响。由式（9）可知，Ḡ (k )实际上是An‐

derson 加速算法 1（参数 p = 1）计算得到的迭代值，

可以记 Ḡ (k ) = u (k + 1)AA1 . 于是，迭代公式进一步写为

u(k + 1) = (1 - p ) ū(k ) + pu (k + 1)AA1 . （11）

参考 Anderson 加速算法中的思想，新的迭代

点 u(k + 1) =∑
i = 0

mk

α (k )i G (u(k - mk + i) )可以转化为增量的形式

u(k + 1) = G (u(k ) ) - ℊk γ(k ) 进行计算；将 ū(k ) 与 u(k + 1) 类

比，由于表达式中参数相同，可将u(k + 1)表示为

ū(k ) = u(k ) - ℳk γ(k )， （12）

其中ℳk = ( )∆u(k - mk )，⋯，∆u(k - 1) ，∆u(i) = u(i + 1) - u(i)
表示迭代点的增量。又因为 u(k ) = G (u(k ) ) - fk，ℳk =
ℊk - ℱk，代入式（12）可得

ū(k ) = G (u(k ) ) - fk - (ℊk - ℱk )γ(k )
= u (k + 1)AA1 - ( fk - ℱk γ(k ) ). （13）

将式（13）代入式（11），得到迭代公式的最终

形式为

u(k + 1) = u (k + 1)AA1 - (1 - p ) ( fk - ℱk γ(k ) ) . （14）

于是，含松弛参数的 Anderson 加速算法可描

述如表2。

表1 Anderson加速不动点迭代的算法-1（p=1）

Table 1 Anderson accelerated fixed point iteration algorithm（p=1）

Input：迭代初值u(0)和Anderson加速深度的参数m > 0
Output：非线性问题的近似解u
1. 令u(1) = G (u(0)）
2. for k = 1，2，⋯，do

3. mk = min{ }m，k

4. 计算G (u(k ) )， fk = G (u(k ) ) - u(k )，Δfk - 1 = fk - fk - 1，ΔGk - 1 = G (u(k ) ) - G (u(k - 1) )
5. if mk ≤ m then

6. ℊk = [ ℊk - 1，ΔGk - 1 ]，ℱk = [ ℱk - 1，Δfk - 1 ] = QkRk

7. else

8. ℊk = [ ℊk - 1 (：，2：m )，ΔGk - 1 ]， ℱk = [ ℱk - 1 (：，2：m )，Δfk - 1 ] = QkRk

9. end if

10. 求解最小二乘问题 min
γ = (γ0，⋯，γmk - 1 )

T fk - ℱk γ 2，确定极小化问题γ(k ) = (γ (k )0 ，⋯，γ (k )mk - 1 )T
11. 更新u(k + 1) = G (u(k ) ) - ℊkγ(k )
12. end for

13. return u(k + 1)
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3 非线性扩散方程的离散及求解

考虑二维区域 Ω = (0，1) × (0，1) 上的扩散

方程

-∇ ⋅ (κ (u )∇u ) = f ( x，y )， ( x，y ) ∈ Ω， （15）

其中 κ (u )为扩散系数，f ( x，y )为源项。如果 κ与

u有关，偏微分方程（15）为非线性方程

- ∂∂x ( )κ (u ) ∂u∂x - ∂
∂y ( )κ (u ) ∂u∂y = f ( x，y ).

将区域Ω划分为N × N的均匀网格，对于方程

（15），扩散算子采用五点有限差分离散。令 ui，j表

示u ( xi，yj )的近似，则 ( xi，yj )处的离散形式为

- 1
h2

é

ë
êêêêκ (u

i + 12，j
) (ui + 1，j - ui，j )

- ù

û
úúúúκ (u

i - 12，j
) (ui，j - ui - 1，j )

- 1
h2

é

ë
êêêêκ (u

i，j + 12
) (ui，j + 1 - ui，j )

- ù

û

ú
úú
úκ ( )u

i，j - 12
(ui，j - ui，j - 1 ) = fi，j，

（16）

对于式（16）中扩散系数在半点处的值，我们

用两端点处的平均值代替半点处的函数值，即

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

κ (u
i + 12，j

) = κ ( )ui + 1，j + ui，j2 ，

κ (u
i，j + 12

) = κ ( )ui，j + 1 + ui，j2 .
(17)

将 未 知 量 按 自 然 序 排 列 ， 将 式（16）写 成

F (u ) = 0的形式，F为非线性方程的残差向量。

采用 Picard 迭代法求解非线性扩散方程［24］。

Picard迭代的关键是构造一个压缩映射G，把非线

性扩散方程的求解问题转化为映射 G的不动点问

题。用u(k + 1)表示下一个迭代点，构造Picard迭代

u(k + 1) = -[ ∇ ⋅ (κ (u(k ) )∇ ) ]-1 f ≡ G (u(k ) )，
k = 0，1，2，⋯ . （18）

为了表示方便，把函数G (u )定义为

G (u ) = -[ ]∇(κ (u )∇ -1
f. （19）

第 k + 1步非线性迭代对应的 Picard 迭代线性

化方程组为

-∇ ⋅ (κ (u(k ) )∇u(k + 1) ) = f. （20）

计算第 k + 1步迭代点时，扩散系数用第 k步

的结果表示。同样，使用五点有限差分法离散扩

散 算 子 。 对 于 网 格 中 的 任 意 节 点 i，j =
1，2，⋯，N，离散格式为

1
h2

é

ë
ê
êê
êκ ( u (k )i + 1，j + u (k )i，j2 ) (u (k + 1)i + 1，j - u (k + 1)i，j )

ù

û
ú
úú
ú-κ ( u (k )i，j + u (k )i - 1，j2 ) (u (k + 1)i，j - u (k + 1)i - 1，j )

+ 1
h2

é

ë
ê
êê
êκ ( u (k )i，j + 1 + u (k )i，j2 ) (u (k + 1)i，j + 1 - u (k + 1)i，j )

ù

û
ú
úú
ú-κ ( u (k )i，j + u (k )i，j - 12 ) (u (k + 1)i，j + u (k + 1)i，j - 1 ) = -fi，j .

（21）

即构成一个N 2阶线性方程组，方程组的解就

表2 Anderson加速不动点迭代的算法-2

Table 2 Anderson accelerated fixed point iteration algorithm

Input：迭代初值u(0)和Anderson加速深度的参数m > 0
Output：非线性问题的近似解u
1. 令u(1) = G (u(0)）
2. for k = 1，2，⋯ do

3. mk = min{ }m，k

4. 计算G (u(k ) )， fk = G (u(k ) ) - u(k )，Δfk - 1 = fk - fk - 1，ΔGk - 1 = G (u(k ) ) - G (u(k - 1) )
5. 计算ℊk和QR分解ℱk = QkRk

6. 求解最小二乘问题得γ(k )

7. 令u(k + 1) = G (u(k ) ) - ℊkγ(k )
8. 更新u(k + 1) = u(k + 1) - (1 - p ) ( fk - ℱk γ(k ) )
9. end for

10. return u(k + 1)
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是下一个迭代点，这也意味着每一步迭代都要求

解一个线性方程组。将未知量 u(k + 1)按照自然序方

式排列，方程组可用矩阵形式表示为

P (u(k ) )u(k + 1) = b. （22）

系数矩阵 P中各元素是关于上一步迭代点 u(k )

的函数，矩阵P可以写为块三对角形式

P =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
A1 C1
B2 A2 C2⋱ ⋱ ⋱

BN - 1 AN - 1 CN - 1
BN AN

，

其中A j为三对角矩阵，B j和C j都是对角矩阵。

对方程 P (u(k ) )u(k + 1) = b进行处理，引入 d (k ) =
u(k + 1) - u(k )，则线性方程组（22）可表示为

P (u(k ) )d (k ) = b - P (u(k ) )u(k ). （23）

实际上，方程（23）的右端项是残差向量F，即

P (u(k ) )d (k ) = -F (u(k ) )。于是，不动点函数可以表示

为 G (u(k + 1) ) = u(k ) + d (k )。求解非线性扩散方程的

Picard迭代算法如表3所示。

综上推导可以看出，Picard 迭代法的系数矩阵

不涉及导数项的计算，形式简单。但Picard迭代法

收敛速度通常较慢，且在许多情况下仅仅是线性

收敛的。特别是涉及到非线性问题的求解，Picard

迭代法常常会出现迭代序列收敛缓慢甚至发散的

情况，需要寻求一些有效的迭代收敛加速方法。

4 数值实验

将Picard迭代及不同松弛参数的Anderson加速

方法应用到非线性扩散方程的求解中。实验中，

选取两类含参数的扩散系数进行数值测试，分别

是 κ (u ) = 1 + uβ 和 κ (u ) = eγu， 记 作 模 型 1 和

模型2。

模型 1 中，扩散系数为 κ (u ) = 1 + uβ ( β ≥ 1).

令方程的精确解为 u ( x ) = sin (πx )ey，对应的右端

项为

f ( x，y ) = -βuβ - 1e2y (cos2 (πx )π2 + sin2 (πx ) ) +
(1 + uβ ) sin (πx )ey (π2 - 1)，

边界条件为

u ( x，0) = sin (πx )，u ( x，1) = e sin (πx )，
u (0，y ) = 0， u (1，y ) = 0.

扩散系数中参数的选取是 β ∈ { }1，3，5 ，参数越

大，表示方程的非线性越强。

模型 2 中，取扩散系数 κ (u ) = eγu (γ > 0)，同

样令方程的精确解为 u ( x ) = sin (πx )ey，对应的右

端项为

f ( x，y ) = ueγu [ π2 (1 - γ cos2 (πx )ey ) - (1 + γu ) ]
边界条件为

u ( x，0) = sin (πx )，u ( x，1) = e sin (πx )，
u (0，y ) = 0， u (1，y ) = 0.

扩散系数中参数γ ∈ { }0.75，1.00，1.25 。

为了方便讨论，本文中涉及到的方法记号为：

① Picard 表示用 Picard 迭代法求解。② AA（1）表

示 Anderson加速-1，即按照表 1的流程实现Ander‐

son加速（p = 1）。③ AA（2）表示Anderson加速-2，

即Anderson加速迭代公式中含有松弛参数 p，并按

照表2对每一步迭代点进行更新。

另外，Anderson加速方法还涉及到加速深度m
的选择。实验发现，m ∈ [ 4，10 ]时迭代次数较少。

为提高计算效率，之后的相关实验中取m = 5。
在数值实验中，设置初始迭代点 u0的分量全

为 1，收敛准则为 F 2 ≤ 10-8，即在残差的 2-范数

小于预设精度时迭代终止。实验过程中，记录不

同方法求解扩散方程的数值结果，迭代次数用 IT

表示，求解问题的时间用CPU表示。

4. 1 松弛参数选取的数值实验

对于Anderson加速Picard迭代法，选取不同的

松弛参数 p，使其在［−1，2］内变化，变化间隔

为 0. 005。求解二维非线性扩散方程模型 1和模型

2 问题，规模设定为 64 × 64，分析参数对求解效

果的影响。

由数值实验可知，对于一些问题，调整松弛

参数 p，可以使 Anderson 加速方法的迭代次数更

少，提高收敛速度；对于不同的问题，松弛参数 p

的取值不同。当 p为负数时，相较于 p = 1时的情

况，迭代次数并不会减少，反而会增加，甚至不

表3 求解非线性扩散方程的Picard迭代算法

Table 3 A Picard iterative algorithm for solving

nonlinear diffusion equations

Input：迭代初值u0

Output：非线性扩散方程的近似解u
1. for k = 1，2，⋯ do

2. 求解线性化方程组

3. -∇ ⋅ (κ (u(k ) )∇u(k + 1) ) = f
4. end for

5. return u(k + 1)
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收敛；当 p在 1 附近变化时，迭代次数相对较少。

分别选取模型 1和模型 2的两类扩散系数的数值结

果进行展示。其中，模型 1选取 β = 1和 5的情况，

迭代次数随参数变化的结果如图 1所示；模型 2选

取γ = 0.75和1. 00的情况，结果如图2所示。

图 1 给出了在网格规模为 64 × 64下，求解非

线性扩散方程模型 1 时 p对迭代次数的影响。图 1

（a）说明，当 β = 1时，Anderson 加速-1 需要迭代

11次；扩大 p的取值范围后，当 p ∈ [ 0.815，1.145 ]
时，迭代次数仍为 11。其中 p > 1时，意味着迭代

值这一项的系数 1 - p为负数。此外，当 p为负数

时，迭代次数较多甚至不能收敛。图 1（b）展示了

β = 5时的求解情况，曲线前半段说明迭代不能收

敛，曲线后半段说明了迭代次数随参数 p的变化震

荡，Anderson 加速-1 的迭代次数为 54，有一些取

值能够使迭代次数减少；当 p = 0.995时，迭代次

数最少为 39，相对 Anderson 加速-1 的迭代次数而

言，减少了1/4以上。

图 2给出了求解第二类模型的数值结果。从图

中可以看出，当 p为负数时，迭代次数较多甚至不

收敛；当 p ∈ [ 0.5，2.0 ]时，迭代次数相对较少，

并且均能找到使迭代次数更少的参数 p的取值。图

2（a）展示了γ = 0.75的情况，Anderson加速-1的迭

代次数为 13，p在 1左右一小段区间能使迭代次数

减少 1 次。图 2（b）是 γ = 1.0的情况，Anderson 加

速-1 的迭代次数为 15；而当 p ∈ [ 0.885，0.94 ]时，

迭代次数为14。

综上可以发现，p的选取对收敛效果的影响较

大。但参数 p的影响不是单调的，对于非线性强的

问题，迭代次数的变化十分震荡。Anderson加速-1

中，参数 p = 1往往对应着较少的迭代次数。在一

些情形下，还可以找更好的 p取值，使迭代次数更

少。并且，参数 p可以不受 0 < p < 1的限制；对于

一些问题，可以在 p > 1的情况找到使迭代次数最

图1 Anderson加速中松弛参数选取对迭代次数的影响（模型1）

Fig. 1 Influence of relaxation parameter choice on iteration number of Anderson acceleration method （model 1）

图2 Anderson加速中松弛参数选取对迭代次数的影响（模型2）

Fig. 2 Influence of relaxation parameter choice on iteration number of Anderson acceleration method (model 2)
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少的参数取值。

在小规模情况下对 Anderson 加速方法进行不

同松弛参数选取测试，得到了参数选取对方法效

果有一定影响的结论。进一步，选定一些具有代

表性的参数值，应用到较大规模的非线性扩散方

程求解中。选择 3 种典型取值，记为 p1，p2和 p3，

参数 p的选取准则是能够使迭代次数较少或 p值

较为远离 1。两类模型的典型参数取值及相应的

迭代次数 IT 见表 4，表 4 中给出了规模为 64 × 64
的情况下， Anderson 加速中松弛参数的典型

取值。

4. 2 典型松弛参数的Anderson加速方法在较大规

模问题的上应用

根据 4. 1节的分析，选出较优的松弛参数，并

比较Anderson加速方法和Picard迭代在求解更大规

模问题上的应用效果。本节中，网格规模为 128 ×
128，256 × 256和 512 × 512。不同算例中，固定

典型参数取值用于测试，统计选取固定典型参数

求解模型问题的迭代次数和求解时间。求解模型 1

时，扩散系数中的参数 β分别取 1，3和 5，对应的

数值结果见表 5~7。为方便表述，N = 128表示网

格规模为128 × 128。

表4 两类模型的典型参数取值及相应的迭代次数

Table 4 Typical parameter values of the two types of models and the corresponding number of iterations

模型

模型1

模型2

β/γ

1

3

5

0. 75

1. 00

1. 25

AA（1）

p

1

1

1

1

1

1

IT

11

17

54

13

15

16

AA（2）

p1

0. 82

0. 84

0. 995

0. 80

0. 89

0. 81

IT

11

18

39

13

14

16

p2

1. 10

0. 97

1. 16

0. 92

0. 93

1. 10

IT

11

17

47

12

14

16

p3

1. 14

1. 05

1. 32

1. 06

1. 10

0. 90

IT

11

17

45

12

15

16

表5 不同方法求解模型1（κ = 1 + uβ，β = 1）的迭代次数和时间

Table 5 Iteration numbers and solution time for model 1（κ = 1 + uβ，β = 1）by different methods

项目

Picard

AA（1）（p = 1.00）
AA（2）（p = 0.82）
AA（2）（p = 1.10）

AA（2）（1. 14）

N = 128
IT

18

11

12

12

12

CPU/s

1. 99

2. 04

1. 80

1. 66

1. 67

N =256
IT

21

11

12

12

12

CPU/s

39. 33

35. 46

34. 96

31. 25

29. 93

N =512
IT

23

12

13

12

13

CPU/s

415. 05

331. 17

355. 06

336. 35

370. 61

表6 不同方法求解模型1（κ = 1 + uβ，β = 3）的迭代次数和时间

Table 6 Iteration numbers and solution time for model 1（κ = 1 + uβ，β = 3）by different methods

项目

Picard

AA（1）（p = 1.00）
AA（2）（p = 0.84）
AA（2）（p = 0.97）
AA（2）（p = 1.05）

N = 128
IT

41

18

19

18

18

CPU/s

5. 80

3. 48

3. 20

3. 25

3. 11

N =256
IT

49

18

20

19

18

CPU/s

145. 90

58. 47

66. 76

63. 54

60. 62

N =512
IT

52

19

20

19

19

CPU/s

1 454. 43

526. 01

556. 22

539. 06

540. 87
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表 5~7 均列出了 3 种网格规模下，分别用

Picard迭代、3种松弛参数取值的 Anderson加速求

解模型 1 的迭代次数和时间，3 个表分别对应 3 种

扩散系数的情况。从表中可以看出，对于同一个

问题，网格规模越大、计算量越大，计算时间显

著增加。对比Picard迭代，不同网格规模下Ander‐

son加速方法均可减少约一半甚至一半以上的迭代

次数。从求解时间来看，Anderson 加速方法求解

更快。随着 β的增大，即问题的非线性增强，An‐

derson加速和Picard迭代的迭代次数均增加。

在小规模问题中使迭代次数最少的参数取值

p，用于大规模问题的求解时，迭代次数不一定最

少。由表 5~6 可以看出，当 β = 1和 3 时，迭代次

数和Anderson加速-1的迭代次数相差不超过 1；由

表 7 可知，当 β = 5时，p的 3 种取值均能减少 An‐

derson加速-1的迭代次数。

表 8~10 展示了不同方法求解模型 2 的结果，

三个表分别对应扩散系数为 γ = 0.75，1.00和 1. 25

的情况。从表中可以看出，同求解模型 1时基本类

似，当模型问题的非线性越强，迭代次数越多；

对于同一问题，规模越大，迭代次数增加或不变。

由表 8~9 可知，当扩散项参数为 γ = 0.75和 1. 00

时，Anderson 加速的迭代次数减少了一半以上；

由表 10可知，当扩散项参数为 1. 25时，加速后的

表9 不同方法求解模型2（κ = eγu，γ = 1. 0）的迭代次数和时间

Table 9 Iteration numbers and solution time for model 2（κ = eγu，γ = 1. 0）by different methods

项目

Picard

AA（1）（p = 1.00）
AA（2）（p = 0.89）
AA（2）（p = 0.93）
AA（2）（p = 1.10）

N = 128
IT

31

15

15

15

15

CPU/s

4. 39

2. 10

2. 35

2. 52

2. 43

N =256
IT

36

16

15

15

15

CPU/s

96. 16

39. 37

49. 56

49. 39

49. 86

N =512
IT

39

16

16

16

16

CPU/s

1103. 37

348. 42

449. 79

439. 94

454. 75

表8 不同方法求解模型2（κ = eγu，γ = 0. 75）的迭代次数和时间

Table 8 Iteration numbers and solution time for model 2（κ = eγu，γ = 0. 75）by different methods

项目

Picard

AA（1）（p = 1.00）
AA（2）（p = 0.80）
AA（2）（p = 0.92）
AA（2）（p = 1.06）

N = 128
IT

24

13

13

13

13

CPU/s

2. 35

2. 32

2. 27

2. 44

2. 65

N =256
IT

28

13

14

13

14

CPU/s

46. 00

43. 46

46. 72

44. 55

46. 83

N =512
IT

30

14

14

13

14

CPU/s

508. 73

368. 58

398. 36

368. 44

392. 39

表7 不同方法求解模型1（κ = 1 + uβ，β = 5）的迭代次数和时间

Table 7 Iteration numbers and solution time for model 1（κ = 1 + uβ，β = 5）by different methods

项目

Picard

AA（1）（p = 1.00）
AA（2）（p = 0.995）
AA（2）（p = 1.16)
AA（2）（p = 1.32)

N = 128
IT

110

56

51

54

47

CPU/s

18. 99

9. 93

9. 25

10. 42

7. 01

N =256
IT

127

52

52

46

47

CPU/s

413. 84

175. 16

189. 03

164. 07

107. 08

N =512
IT

130

56

56

48

52

CPU/s

3 163. 88

1 335. 15

1 386. 53

1 381. 87

682. 18
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迭代次数大约是 Picard 迭代次数的 1/3。从求解时

间上看，Anderson加速方法求解更快。松弛参数 p

的取值使迭代次数与 Anderson 加速-1 的迭代次数

相差不超过 1；且 p距离 1较远、1 - p为负数的情

况，也能使迭代收敛。

5 结 论

本文探讨了 Anderson 松弛参数的选取，并适

当扩大参数 p的范围，将其应用到二维非线性扩散

方程的求解中。首先，求解网格规模为 64 × 64的
问题，分析数值结果、选取典型参数取值；然后，

将其应用到网格规模为 128 × 128，256 × 256和

512 × 512的问题中。通过数值实验，得出如下主

要结论：

1） p的取值对Anderson迭代次数有影响。当 p

接近于 0或为负数时，迭代次数很多甚至不收敛。

当 p ∈ [ 0.5，2.0 ]时，迭代次数相对少一些。当 p在

1附近时，往往对应着最少的迭代次数；但对于非

线性强的问题，迭代次数较为震荡。

2） Anderson加速中默认 p = 1，这一取值往往

对应着少的迭代次数。

3）合适的松弛参数可以有效提高Anderson加

速方法的效果。在很多情况下，可以找到使迭代

次数比Anderson加速-1更少的参数 p，最优的松弛

参数选取依赖于具体的问题；对于非线性强的问

题，不同的参数取值对应的迭代次数相差较大，

更有可能找到使迭代次数大幅度减少的松弛

参数 p。

4）参数 p的选取可以不受传统 0 < p ≤ 1的限

制。在 1 < p ≤ 2的范围内，迭代也均能收敛。对

于一些问题，甚至可以在 p > 1的情况找到迭代次

数最少的参数取值。
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